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無限集合の定義について
高　瀬　礼　文
§1　はじめに
CantOrの集合論は，無限を対象とする世界を有限の立場から解析すること
がその本来の目的である。従って，最初に問題になる最も重要なことは，無隈
とは何かということ，却ち無隈という概念をいかに定義Lて出発するのかとい
うことである。云いかえれぱ，Cantorの集合論とは，そこで定義された範囲
における“無限”についての構造解析であるといえよう。この方法形臨却ち，
初めに定義を置き，その定義された範囲内のもののみを研究の対象にし，この
定義から外れたものには一切関知しないという方法は，今日の一般的な数学研
究方法がもつ宿命である。そしてこれは，数学的存在とは何かという犬間題に
関係する問題でもあるのでここではこれ以上はふれないことにす乱
　Cantor集合論の基礎に置かれた“無隈”の定義は，今日Dedek㎞d無限
と名づげられている次のようなものである。
　r全体（自分自身）と1対1に対応するような真部分集合を内部に含む集
　合。」
　これを記号で書げば，（Aはλの濃度とする）
　「AがDedekind無限とは，亘3⊂λ，λ＝3。」
　　　　　　　　　　　　　　　　　≒
　この定義は，無限という漢然とした概念を，部分集合及び1対1対応という
有限概念でとらえたところに大きな意味があり，またこれによって，無隈が有
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限の立場で議論できるように底ったのである。ただし，1対1対応という概念
が，純粋な意味で有限概念であるかどうかについては問題もある。
　ところで，吾々にとっての目常的で常識的な無限の概念は，r数えきれない
もの」とか，rかぎりなく大きい（叉は小さい）もの」という言葉で表わされる
内容であろう。この概念を次のように定義化し，これを常無限とよぶことにす
る。
　「いま凧を1から〃までの自然数の集合とするとき，λが常無限とは，ど
　のような〃をもってきても4と1対1に対応する肌が存在しないこと。」
　この稿の目的は，上記の二つの無隈に対する定義がどのような関係にあるか
を明らかにすることである。この間題については，以前，拙著・新数学概論
（サイエソス杜刊）の28頁にその結論だけ書いたが，その後この内容について
の照会が多いので，ここでこの問題に証明を与えておく。これに関しては，R．
L　Wilder著のIntroduction　to　the　foundations　of　mathematics．（1965）
に負うところが大である。
§2選択公理をみとめれば，無常限集合はDedekind無限集合
　　であることの証明
　Sを常無限集合とする。いま，∫からある元幼を選び，集合8一｛幼｝を考
える。この集合はまた常無限集合であるから，この中から元娩を選び，集合
∫一｛独，幼｝を考える。以下同様に，娩，伽，……と選び，集合∫一｛幼，狛，掬，…
…｝を考える。集合S一｛痂｝をS。と書くと，S。はSの真部分集合である。
いま，SからS・に次のような写嬢を考える。∫の中の任意の元をκとする，
　（イ）免∈｛狗，娩，……｝のときは，脇→娩。1
　（1コ）κ隼｛狛，娩，……｝のときは，π一→κ
この写象は，∫とその真都分集合81との問に1対1対応を与える。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）
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この証明の中で選択公理が使われているのは明らかであ孔
§3数学的帰納法原理を用いれば，Dedekind無隈集合は常無隈
　集合になることの証明
　まず，どんな有隈集合凧もDedekind無隈ではないことを数学的帰納法
を用いて証明する。居≡1の場合は明らかである。いま冶のときこのことが成
立Lている，即ち，凧のどんな真部分集合W’此をもってきても！V庇とは1対
1対応にならないことを仮定L，〃糾・の場合にもこのことが成立することを
示す。
　いま，凧・・がそのある真部分集合W’庇・・と1対1に対応していたとする。
この対応をグで書くと，
　　　1V叱十1＝｛1，2，。．．。．．，6，．・．一“，冶，后十1｝
であり
　　　1V’舳≡｛∫（1），グ（2），……，グ（圭），……，∫（尾），グ（居十1）｝
となる。このとき”托。、の元の中に后十1という元は存在しない。なぜならぱ，
もしあるづに対して，
　　　グ（圭）＝尾十1
とすると，尾個の元からなる集合凧・・一｛タ｝とその真部分集合W’糾・一｛尾十1｝
の閻に1という1対1対応があったことになり，帰納法の仮定に反するからで
ある。従って凧・・は1対1に対応する真部分集合を含んでいないことになる。
故に，どんな凧もDedekind無限ではないことが示された。
　次に，Dedekind無限集合Sはどんな凧とも1対1に対応Lないこと，即
ちsは常無限であることを証明する。
　いまもし，∫からある凧に1対1対応σが存在したとする。SはDede－
kind無限だから，∫からあるSの真都分集合S’へも1対1対応乃が存在し
ている。いま，gの∫’上へのレストリクションをσとすれば，写像9肋一1は
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ルからそのある真部集合W’庇への1対1対応を与えることになる。これは初
めに証明したことから起りえない。従ってgは存在しない。故に∫は常無隈
である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（証明終り）
§4　まとめ
　以上のことから，
　r選択公理と数学的帰納法原理を用いれば，常無隈と　Dedek1nd無隈とは
　同じ定義である。」
ということが結論づげられた。
　また常無隈の定義は自然数の概念を用いてなされている。それ故，自然数
集合の中に潜在Lている数学的帰納法原理が常無限定義の中に含まれているの
は当然である。一方Dedekind無隈の定義の中には数学的帰納法原理は入つ
ていない。従って，§3が成立するのは両者の内容からみて当然とも思える。
このように考えれば，§2から，1対1対応と選択公理との聞の何らかの関連
性が想起される。これは今後の問題である。
